Matematicka funkce

Kartézsky soucin
Uspoitadanou dvojici prvka x ,y oznacujeme [x, y]
Uspotadané dvojice jsou si rovny, pokud plati:

[x,y] =[w,v]ex=uAy=v

Pokud K, L jsou libovolné mnoziny, pak mnozZinu v§ech uspoi‘adanych dvojic
[x,y] kde x € K , y € L nazyvame kartézsky sou¢in mnozin K , L a
oznaCujeme jej K X L. K X L ={[x,y],x E KAy € L}

Pokud plati K = L nazyvame kartézsky souc¢in K X K kartézskou mocninou a
zapisujeme K2 .

Binarni relaci z mnoZiny K do mnoziny L nazyvame kazdou podmnozinu
U kartézského soucinu K X L.

Zobrazeni

Relace U z mnoziny K do mnoziny L se nazyva zobrazeni z K do L prav¢ tehdy,
kdyz ke kazdému x € K existuje nejvySe jedno y € L.



Funkce
Redlnou funkci redlné proménné je zobrazeni f, které kazdému x € D ptifadi
pravé jedno y € H. Mnoziny D , H jsou podmnozinami mnoziny realnych ¢isel,

mnozinu D nazyvame defini¢ni obor a H je obor hodnot funkce f. Prvky
mnoziny D jsou nezéavisle proménné, prvky mnoziny H jsou zavisle proménné.

Usporadané dvojice [x, y] zapisujeme také ve tvaru y = f(x)

Moznosti zadani funkei:
1. Pomoci rovnice (predpisu)
fry=x%?—1,x€(0,2)
2. Pomoci tabulky (vypisu hodnot)
X 0 1 2 3
flx) =x?>—-1 -1 0 3 8

3. Pomoci grafu:

4. Pomoci slovniho zadani.
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1. Zakrouzkujte pravdivé tvrzeni.

a) Funkce je predpis, ktery kazdému prvku X z defini¢niho oboru pfitazuje
jedno az dvé realna Cisla y z oboru hodnot.

b) Funkce nemiize byt zadana slovnim popisem.
¢) Funkce je predpis, ktery kazdému prvku X z defini¢niho oboru pfifazuje
prave jedno realné ¢islo y z oboru hodnot.

d) Obor hodnot je mnozina vSech funk¢nich hodnot, kterych funkce nabyva.

e) V predpisu funkce f:y = i—j je y nezavisle proménna a X zavisle
proménna.

f) Funkce nemuze byt zadana grafem.

g) Defini¢ni obor je mnozina vSech hodnot proménné X, kterym je pfifazena
funk¢ni hodnota y.

h) Funkce mize byt zadana tabulkou s vy¢tem prvkd.

1) Dvé funkce fa g se sobé rovnaji, pravé kdyz maji shodné defini¢ni obory
tzn. D(f) = D(g).
J) Zapisy f(—3) = 5a f(5) = —3 vyjadiuji totéz.

2. Rozhodnéte, zda jsou nasledujicimi tabulkami zadany funkce.

a) b)

ol
1
w
N

-3
0[3[-3]4]0 y | 2 vzl 0|2




3. U funkce f zadané tabulkou uréete defini¢ni obor a obor hodnot.

X 2 3 4 5 6
y 1 4 7 1 4
D(f) = H(f) =
4. Funkce f je zadana tabulkou
X -2 -1 0 2 5
y 3 0 -3 -9 -18
a) Urcete defini¢ni obor funkce: D(f) =
b) Urcete obor hodnot funkce: H(f) =
c) Doplite chybéjici ¢isla v néasledujicich zapisech:
f(0) = fC)=-9 f(=1) =

5. Vypocitejte funkéni hodnoty v bodech 2; —1; % ; —0,15

Pro funkci f zadanou piedpisem f:y = 2 — 3x

fC)=3

6. Urcete defini¢ni obor nasledujicich funkci zadanych ptredpisy.

a) fry

¢ fry=+v-3+7x

__x+3

-2

X

b) fry =
d) f:y=+v5—-6x



1 Vx—4

e)f:y:m f)f:yzm
9) fiy= % h) f:y =vVx2+2x —3

7. Vypocitejte, pro které¢ hodnoty proménné X nabyvaji funkce dan¢ funkcni

hodnoty. Nezapomente urcit, pro které ¢isla maji dané funkce smysl.

a) fry=x+4; f(x)=-1

b) fiy =3x2—4x+0,5 f(x)=-

2

Q) fry =225 f(x) =3
d) fry =222 ) =0

x+4



8. Rozhodnéte, zda jsou si funkce f:y=1lag:y = i—: rovny.

9. Doplnte do tabulky ¢isla 1; 5; 6 tak, aby pfedstavovala zadani funkce

X 2 4 V4

N|

y 5 1 3

Grafy funkci PS 9-12

Grafy funkci 1ze modelovat pomoci programu GEOGEBRA

1. Zakrouzkujte pravdiva tvrzeni
a) Usporadanou dvojici ¢isel X; y zapisujeme do kulatych zavorek (x ;y).

b) Kartézska soufadna soustava soufadnic OXy je tvofena dvéma navzajem
kolmymi ¢iselnymi osami, dily na osach nemusi mit stejnou délku.

¢) Dana mnozina bodi je grafem funkce, jestlize kazda pomocna ptimka
rovnobézna s 0S0U Y protne mnoZzinu nejvyse v jednom bod¢.
d) Kazdy bod v roving je jednozna¢né uréen usporadanou dvojici ¢isel.

e) Vsechny pruseciky grafu funkce s 0sou X maji x-ovou soufadnici O.



2. V kartézské soustaveé soufadnic jsou dany body A, B, C.

y a) urcete souradnice
P . . .
BX Ax A[ ] ], B[ )] ]1 C[ ) ]
g8
- b)  zakreslete body
=== = = D[-2;3],E[2; =3],F [-2; =3]
-3 =2 -1 I o s
X g G[-1;0],H[2;0]
¢
D
= T &

b) y 0 y d) y
it s 24 = S
ik — Y i3
1 I : | 1 ! _)jl S
2 (0 % X _I] 0] /4 X _11// 0 i X [ Q. 1=
-+ 7 ¢ -1+ 5 | -1+
24+ ] =¥ & =Juts

4. Doplnte obrazky tak, aby zakreslena mnozina nebyla grafem funkce

y b) y J y d) y
3+ 3+ 3+ 34
1 24 ¥ 24
= 7]_.- 1= Y
: - : el % %
€)1 1 =1 X =1 X011 % 1 D4 X
—14 —1+ /-14 —1+
l
—: = Ee =3 3+
=3 =3+ =34 =34



5. Urcete definicni obor a obor hodnot funkci zadanych grafy

D(f) =
H(f) =
7‘11012X 21112
> |
D(f) = D(f) =
H(f) = H(f) =

6. Jsou dany funkce f3, f5, f3, a f4. UrCete defini¢ni obor a obor hodnot funkeci.

y y y

3 3 3

2 2 2

1 1. 1

| / g =
eSO NG s A e S T O X




Zapiste soufadnice prasec¢ikl grafii jednotlivych funkci se souradnicovymi

osami x ay.
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. Vypocitejte pruseciky grafu funkce se soufadnicovymi osami X a Y.

a) f:y=x+3D(f) =R b) f:y=12;D(f) =R

c) f:ry=x*>+4x—5,D(f) =R d) f:y=x%+x—2;D(f) = (0; )



9. Rozhodnéte, zda body A[3; 4], B[—2; 0], C[0; —2] a D[—2; —1] nalezi grafu
funkce dané piedpisem.

a) fry=x+1 b) fry=—x-3

c) fry=x2—-3x+4 df:y=2*-3

10. Dopliite grafy funkci tak, aby byly splnény podminky pro defini¢ni obor a

obor hodnot funkce.




11. Na obrazku je prutok vody feky VItavy v obdobi povodni roku 2013.
(1. SPA —498 m3s~1, 2. SPA — 1000 m3s~1,3. SPA — 1500 m3s~1, stav
ohrozeni pti pritoku 3 449 m3s~1. Zaznadte hrani¢ni hodnoty.
a) Ktery den byl vyhlasen
2. SPA?

1

priitok [ sl

b) Bylo tieba vyhlasit stav

w
v
o
=]
!
T

ohrozeni?
3000+
HRe | ¢) Ktery den nastal
2000+ nejvetsi narist pratoku?

1500+
d) Jakého maxima dosahl

1000+
prutok na Vltaveé?

500+

0 i ‘ ‘ J : : [ ! e) Ktery den zacala voda
29.05. 30.05. 31.05. 01.06. 02.06. 03.‘06. 04.106. 05#06, 06.r06. datum

Vv fece opadavat?



Z.akladni vlastnosti funkeci

1. Funkce fse nazyva suda funkce, pravé kdyz zaroven plati:
- pro kazdé x € D(f)je také —x € D(f)

- pro kazdé x € D(f)je f(—x) = f(x)

(graf je soumérny podle osy y)

2. Funkce fse nazyva licha funkce, pravé kdyz zaroven plati:
- pro kazdé x € D(f)je také —x € D(f)

- prokazdé x € D(f)je f(—x) = —f(x)

(graf je soumérny podle pocatku )

3. Funkci fnazveme rostouci v mnoziné M, M c D, pokud pro kazdé
dva prvky x4, x, Z mnoziny Mplati: je-li x; < x,, pak f(x;) < f(x3)

(pokud M=D je funkce rostouci,
nahradime-li < znaménkem > funkce je neklesajici)

4. Funkci fnazveme klesajici v mnoziné M, M c D, pokud pro kazdé
dva prvky x4, x, Z mnoziny Mplati: je-li x; < x,, pak f(x;) > f(x3)

(pokud M=D je funkce klesajici,
nahradime-li > znaménkem > funkce je nerostouci)

5. Funkce f se nazyva prosta, pokud pro vSechna x;, x,eD(f)plati:
pokud x; # x,potom f(x;) # f(xy)
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1. Zapiste do tabulky, zda maji funkce zadané grafy dané vlastnosti na celém
defini¢nim oboru. Odpovidejte ANO / NE.

y y y yA

41l
4
L
L
|

monotonni
Omezena
zdola
Maximum

Omezena

Rostouci
Klesajici
shora

Ryze

Prosta
Suda
Licha
Omezena

2. Vybérem vytvoite pravdiva tvrzeni, nehodici se Skrtnéte.

a) Jestlize hodnoty proménné X u klesajici funkce rostou, pak hodnoty
proménné Y klesaji / rostou

b) Pokud funkce v daném bod¢ defini¢niho oboru nabyva nejvyssi funkéni
hodnoty, pak ma v tomto bod¢ maximum / minimum

c) Jestlize existuje alespon jedno Cislo, které je mensi nebo rovno vSem
hodnotam funkce f, pak je funkce shora / zdola omezena

d) Pokud je graf funkce soumérny podle osy Y, je tato funkce suda / licha

e) Funkce f je prosta, praveé kdyz pro kazdé dvé riizné hodnoty proménné x

plati, Ze jsou jejich funkéni hodnoty riizné / stejné

-4

Minimum




3. Rozhodnéte, zda jsou tvrzeni o grafu funkce pravdiva. Na obrazku je:

a) rostouci funkce

b) funkce klesajici na intervalu (—2; 1)
¢) konstantni funkce

d) ryze monotdnni fukce

e) prosta funkce

f) shora omezena funkce

g) zdola omezena funkce

h) omezena funkce

1) maximum je v bod¢ x =1

J) minimum je v bodé x =-3,5

4. Dopliite tabulky tak, aby funkce zadané témito tabulkami mély danou

vlastnost.

a) funkce suda

X -8 -6 -4 | -2 0 2 4 6 8

y 8 4 -4 0 12
b) funkce licha

X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

y -4 -10 0 17 80




5. Urcete vlastnosti funkci zadanych grafy.

Definiéni obor

Obor hodnot

Rostouci na intervalu

Klesajici na intervalu

Konstantni na intervalu

Prosta

Liché/suda

Omezena shora

Omezena zdola

Omezena

Maximum

Minimum

6. Doplnte grafy funkci tak, aby mély danou vlastnost.

a) funkce sudé

b) funkce licha




7. Dopliite grafy funkci tak, aby mélo danou vlastnost, a urete defini¢ni obor.

a) funkce suda, D(f) = b) funkce lich4, D(f) =

8. Urcete, zda jsou funkce sud¢, liché, nebo nema;ji Zadnou z téchto vlastnosti.

a) fry=x%D(f)=R

4x

b) fiy=5= D(f) =R—{-2;2}

x2-4'

¢) fiy=x—1; D(f) =R

d) f:y =Ix|; D(f) =(-2; 5)



9. Nacrtnéte grafy funkci podle danych pozadavka.
a) D(f) = (=5;5) b) H(f) = (—o0; 3)

c) D(f) = (—3;3); rostouci f. d)D(f) =(=2;4); H(f) = (0;3) kL. f



e) D(f) = R H(f) = (—o0;3) ) D(f) = (=0;3); H(f) = (2; )

shora omezena funkce zdola omezend funkce



10. Na obrazku jsou graficky znazornény vysledky méteni teploty. Doplite
tabulku.

& vl e w8 tepleraloC]

g s - @ W1 # N B M das|h]

Defini¢ni
obor

Doba, po kterou byla teplota méfena

0; 24 ‘o
(0;24) a zaznamenavana.

Obor hodnot

Rostouci
na intervalu

Klesajici
na intervalu

Konstantni
na intervalu

Omezena
shora

Omezend Nejniz$i naméfena teplota.
zdola

Omezena

Maximum
v bodé

Minimum
v bodé
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Priklady k domaci p

1. Zapiste defini¢ni obor a obor hodnot funkci na grafech, zakiizkujte jejich vlastnosti:

S | M g

1
1
1
= —d - - -
1
1
1
A
1
1
1

P S,
1
1

e L P I L B L S,
1 1 ' 1

=== == R R it e R L ==

1 1 | 1 1

1 1 1 1

[XETN [N | S ] [ SN R (O )y T N |

1 1 ' 1 1 | 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

R R e LR S Il ]

1 1 1 1 1 1 1 [ 1 1 =
1 1 1 1 1 b 1 1 1 [ 1 1

! ] ! ] ! ] 1 | ! 1

' 1 | 1 1 1 1 1 1 1 nU
1 1 1 1 1 wn 1 1 [ 1 1

1 1 1 1 1 ) 1 1 1 1 1

x wn

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 s 1 1 [ 1 1

1 1 1 1 ] 1 [ 1 1

Izg el e S Pl e [ ri T e i )

1 1 1 1 1 1 1

| 1 m: 1 1 | 1

T el e S R e T R |

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

TR REPRIPI) L JPPR e e e g

1 1 h 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 [ 1 1 =
1 1 1 | 1 1 [ 1 1
R R R Sy R R R L R | UU
1 1 1 1 1 1 1 [ 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 L 1 1 1 1 1 1 1

1 ] ] ] ] ] ] 1 ] 1

o, My Ny ey 1 ] Mmoo Tl

1 1 1 1 1 1 1 [ 1 1

R Il R e R e D, N R LR R R |

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 [ 1 1

[XETNN ] (RN | S| R O (DN I, Oy ___L_._

1 1 ' 1 1 1 1 [ 1 1

1 1 1 1 1 m 1 1 [ 1 1

1 1 1 1 1 ' 1 1 [ 1 1

R e R e R e DI R R L R R | =
1 1 1 1 1 1 1 [ 1 1

1 1 1 1 1 b 1 1 1 1 1 1 nU
TS| REPEPE L SEPE-.| IPEay SISPEvS Ere fe RETEpe CISyc) Wrapey brmpe

' 1 | 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 wn 1 1 [ 1 1

1 1 1 1 1 1 1 [ 1 1

[SILIRIK]|P]

2. Nadrtnéte grafy (sestavte si tab.), uréete obory hodnot a zakiizkujte vlastnosti funkci:

lx +1| D= {—4;-1;0;1;4}

y:

y=-2x+1D = (-2;3)
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